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1.

                                                                 variant 1 – Clasa a XII-a 
 
 

Pentru 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 = (1, 3) definim 𝑥 ∗ 𝑦 =
2𝑥𝑦−3𝑥−3𝑦+6

𝑥𝑦−2𝑥−2𝑦+5
. 

a) Arătaţi 𝐺 este parte stabilă ȋn raport cu „∗ ". 

b) Presupunând că (𝐺,∗) este grup abelian arătaţi că (𝐺,∗) ≅ (𝑅+
∗ , ∙). 

c) Dacă 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 ≥ 2,  calculaţi 𝐸𝑛 =
13

7
∗

33

17
∗ … ∗

4𝑛2−3

2𝑛2−1
. 
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3. Să se determine primitiva  𝐹 a funcţiei 

𝑓: (−
𝜋

4
,
3𝜋

4
) → 𝑅, 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

cu proprietatea 𝐹(0) =
1+√2 ln (√2−1)

2
. 

           Gheorghe Szollosy 

4.  Să se determine funcţiile 𝑓: 𝑅 → 𝑅 derivabile, cu 𝑓(0) ≠ 0, care verifică 

                          ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑥

2
(𝑓(𝑥) + 𝑓(0))

𝑥

0
, ∀ 𝑥 ∈ 𝑅. 

 

Timp de lucru 3 ore. Se acordă în plus 30 de minute pentru întrebări. 

Fiecare problemă  este notată cu 7 puncte. 

Subiecte selectate şi prelucrate de:  

prof. Pop Vesel Floare, Lic. Bogdan Vodă, Vişeu de Sus 

prof. Gherasin Gheorghe, Lic. Regele Ferdinand, Sighetu-M. 

prof. Giurgi Vasile, C.N. Dragoş Vodă, Sighetu-M. 

 

 

 

 

 



                                                    
 
 
________________________________________________________________________________________________ 

                                                                 Clasa a XII-a barem  

 

 
 

1. Pentru 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 = (1, 3) definim 𝑥 ∗ 𝑦 =
2𝑥𝑦−3𝑥−3𝑦+6

𝑥𝑦−2𝑥−2𝑦+5
. 

a) Arătaţi 𝐺 este parte stabilă ȋn raport cu „∗ ". 

b) Presupunând că (𝐺,∗) este grup abelian arătaţi că (𝐺,∗) ≅ (𝑅+
∗ , ∙). 

c) Dacă 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 ≥ 2,  calculaţi 𝐸𝑛 =
13

7
∗

33

17
∗ … ∗

4𝑛2−3

2𝑛2−1
. 

Barem de corectare 

a) Prin calcul direct 1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 3, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ (1, 3) … . . 𝟐𝒑 

b) Demonstraţia că 𝑓: (1, 3) → 𝑅+
,∗, 𝑓(𝑥) =

3−𝑥

𝑥−1
 este izomorfism de grupuri.......3p 

c) 𝑓(𝐸𝑛) = ∏
𝑘2

𝑘2−1

𝑛
𝑘=2 ....1p. Finalizare   1p. 

 

2.      Fie   ,G  un grup şi mulţimea  GyyxxyGxGZ  ,)( . Dacă ex 2 , pentru orice 

)(GZGx  , atunci G este comutativ. 

Barem de corectare 

 Demonstrăm că Gyxyxxy  ,, .  

Dacă 𝑥, 𝑦 ∈ Z(G)atunci xy = yx … . 𝟏𝐩. 

Dacă 𝑥 ∈ Z(G), y ∈ G atunci xy = yx ( elementele din Z(G)comută cu orice element din G) … . 𝟏𝐩. 

Dacă )(,)(, 122 GZGxxeyexGZGyx   şi )(1 GZGyy  ....1p 

Avem  

1) Dacă     12
)(


 yxyxeyxGZGyx  şi   yxxyyxyxxy 

 111 .......2p 

2) Dacă hyyhhyxGZhyxGZyxGZGyx  1)()()( . Avem  xyyhyxy

yxxy  ..............................................................................................2p 

Deci  Gyxyxxy  ,, . 

3. Să se determine primitiva  𝐹 a funcţiei 

𝑓: (−
𝜋

4
,
3𝜋

4
) → 𝑅, 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

cu proprietatea 𝐹(0) =
1+√2 ln (√2−1)

2
. 

Barem de corectare 

Considerarea funcţiei 𝐺(𝑥) = ∫
𝑐𝑜𝑠𝑥

(𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥)2 𝑑𝑥, 𝑥 ∈ (−
𝜋

4
,

3𝜋

4
) …..1p 
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Avem 𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥) =
1

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
+ 𝐶1, 𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥) = ∫

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
.....2p 

Integrala a doua se calculează prin substituţia 𝑡𝑔
𝑥

2
= 𝑡 ∈ (1 − √2, 1 + √2) şi se obţine 𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥)= 

1

√2
𝑙𝑛

𝑡𝑔
𝑥

2
−1+√2

1+√2−𝑡𝑔
𝑥

2

+ 𝐶2……..2p. Aflarea primitivei F şi folosirea condiţiei din enunţ ne conduc la 

𝐹(𝑥) =
1

2
(

1

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
+

1

√2
𝑙𝑛

𝑡𝑔
𝑥

2
−1+√2

1+√2−𝑡𝑔
𝑥

2

)…..2p 

4.  Să se determine funcţiile 𝑓: 𝑅 → 𝑅 derivabile, cu 𝑓(0) ≠ 0, care verifică 

                          ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑥

2
(𝑓(𝑥) + 𝑓(0))

𝑥

0
, ∀ 𝑥 ∈ 𝑅. 

Barem de corectare 

Prin derivarea relaţiei se obţine 𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + Rxxfx  ),( ……2p. Pentru 𝑥 ≠ 0 avem  





2

)()(
)0()()(

x

xfxfx
fxfxfx  −

𝑓(0)

𝑥2 … . . 𝟏p .Conform consecinţei lui Lagrange avem  

      
𝑓(𝑥)

𝑥
= {

𝑓(0)

𝑥
+ 𝑐1, 𝑥 < 0

𝑓(0)

𝑥
+ 𝑐2, 𝑥 > 0

⟺ 𝑓(𝑥) = {
𝑓(0) + 𝑐1𝑥, 𝑥 < 0

𝑓(0) + 𝑐2𝑥, 𝑥 > 0
     …..2p. 

  Folosind derivabilitatea funcţiei se obţine formula  .,)0()0()( Rxxffxf   …..2p      

 

 


